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國小教師數學教學知識之個案研究
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摘要

過去，許多研究認為數學教學知識是數學教學的核心，但鮮少研究從動態觀點探究

數學教學知識在數學教學過程中的整合。本研究運用「數學教學知識知覺量表」，提供二

位國小個案教師自我評估數學PCK現況；並依據量表中數學PCK的五個面向，透過教學觀

察與晤談，分析個案教師在數學教學過程中的數學PCK統整情形；進而比較個案教師自覺

與實際教學所顯示的數學PCK的差異。蒐集的資料包括個案教師所填寫的「數學教學知識

知覺量表」書面資訊、教學錄影及晤談語料。結果顯示：一、兩位個案教師在數學教學過

程中所呈現的數學PCK整合，是以「學科內容知識」、「教學策略知識」與「教學表徵知

識」為整合的核心；二、「課程與目標知識」與「學習成效評估的知識」與其他面向知識

連結受限；三、兩位教師在「數學教學知識知覺量表」所知覺的數學PCK情形呼應本研究

透過實際課室觀察所獲得的數學PCK map。

關鍵詞：國小教師、數學教學知識、數學教學知識知覺量表

壹、前言

近二十多年來，關於教師知識的研究，

包含許多不同面向。Shulman (1986)鑑於許多

學者甚至實務界教師逐漸重視促進學生學習

之教學法與教學技巧等實務知識(如：Elbaz, 
1983)，而忽略學科內容知識之際，主張教

師教學的知識應融合學科知識與教學知識，

因此提出學科教學知識(Pedagogical Content 
Knowledge, PCK)的觀點。而Shulman (1986, 
1987)所提關於教師PCK的觀點，算是近年

來數學教育探究教師教學知識研究的濫觴。

後續，有許多學者(Ball, 1990; Eisenhart et al., 

1993; Fennema & Franke, 1992)基於Shulman的
想法，針對教師進行數學教學時所需的數學

知識及如何使用這些知識進行探究，進而提

出不同觀點。可見，數學教師所應具備的教

學相關知識內涵受到數學教育學者持續的關

注與重視。

Cheang, Yeo, Chan與Lim-Teo (2007)指
出，PCK強調的是教師能掌握主題內容知

識(Subject Matter Knowledge, SMK) (例如：

他們知道教些什麼)和教學知識(pedagogical 
knowledge) (例如：他們知道教學相關知識)
的關係，以及主題內容知識如何成為教學推
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理過程中的一部分。因此，Shulman (1986)
認為，PCK意指教師知道如何表徵想法及有

效類比、圖解、舉例、說明與論證的最有

用的形式。也就是將制式化(formulating)的
主題內容知識表徵成其他可理解的形式。由

此看來，PCK即是教師在進行專業領域教學

過程中所涉及的知識。然而，要界定與測量

教師的數學教學知識其實並不容易。因為數

學教學知識是融合一般教學知識、對數學學

科具有深層理解以及熟稔數學獨特教學規準

的知識(Cheang et al.)。Ball (2000)也認為，

教師對於PCK理解的深度將會決定他在教學

中所使用的例子、解釋、練習題目以及對學

生的回饋。而針對這些知識內涵，則有許多

不同的觀點(例如：Cochran, 1993; Hashweh, 
2005; Loughran, Berry, & Mulhall, 2006)，可

說是眾說紛紜。但是，多數學者同意Shulman 
(1986, 1987)所述，PCK是教師能將主題內容

知識表徵成學習者容易理解之內容的知識。

這些知識包括瞭解如何將特定主題、問題或

議題加以組織、表徵及傳遞給具不同能力或

興趣的學習者，也就是如何表徵的教學方式

(Shulman, 1987)。對此，陳彥廷(2014)綜合國

內外相關文獻進行分析，並以量化統計的方

法，將教師的數學教學知識分為「課程與目

標知識」、「學科內容知識」、「教學策略

知識」、「教學表徵知識」、「學習成效評

估知識」等5個面向，並據此編製成具信、效

度之「國小教師數學教學知識知覺量表」，

以提供國小教師自我檢視其擁有的數學教學

知識內涵。

雖然諸多學者對於PCK有不同看法，

但多數學者(Cohen & Yarden, 2009; Veal & 
Kubasko, 2003)都已開始探究，這些PCK的面

向彼此間如何相互影響而形塑學科教學知識

的結構。但是，這些研究只聚焦在PCK中的

一個或兩個面向，檢視這些特殊的面向彼此

間的關聯；或是這些面向如何發展以及影響

教師整體的PCK或實務(Kamen, 1996; Matese, 
2005)。但是，這些成分間互動的本質與動

態歷程至今並未完整被理解與描繪(Park & 
Chen, 2012)。對此，Park與Chen提出一個探

究教師PCK整合歷程分析的方法，認為教師

擁有的PCK在教學過程中是處於一個動態流

動的狀態，並且，PCK各成分間是彼此交互

作用與影響。

鑑此，本研究站在陳彥廷(2014)所開發的

量表以及Park與Chen (2012)所發展之PCK整合

歷程分析的基礎上，從量表中PCK所包含的

面向出發，探究兩位國小個案教師在進行數

學教學時，所呈現的數學教學知識之內涵與

動態整合情形。茲羅列本研究目的如下：

一、 理解兩位個案教師自覺的數學PCK內涵。

二、 探究兩位個案教師在不同主題單元教學

中呈現之數學PCK整合。

三、 分析兩位個案教師自覺數學PCK與教學

中呈現之數學PCK整合的差異。

貳、文獻探討

一、教師數學教學知識

關於教師PCK，Shulman (1986)首先提

出此想法進一步思考教師的知識，他認為教

師能將主題內容知識轉化為教學素材知識是

重要的。因此，PCK是將主題內容知識轉化

為學生更可理解的知識。也就是教師對「從

能夠理解主題內容知識到能夠以新的方式詮

釋該主題內容知識；重組、分割主題內容知

識；運用活動與情感包裝；運用隱喻與練

習；運用舉例與論證，讓學生更加掌握此主

題內容知識」的轉化過程(Shulman, 1987)。

科學教育學刊23(3)-01 陳彥廷.indd   214 2015/9/24   下午 04:30:42



國小教師數學教學知識之研究 215

此觀點也區分了一位教師與學科專家的差

異，因為教師要擁有PCK，象徵他必須同時

具備主題內容與教學所交織而成的相關知

識，這包含教師應該要知道學生在現階段年

齡發展所要學習的主題內容、該如何呈現

以及如何達成概念性的理解(Loucks-Horsley, 
Hewson, Love, & Stiles, 1998)。

延續上述想法，許多學者(Ball, Thames, 
& Phelps, 2008; Grossman, 1990; Magnusson, 
Krajcik, & Borko, 1999; Marks, 1990; National 
Council of Teachers of Mathematics [NCTM], 
1991; Park & Oliver, 2008)提出許多關於PCK
的模型。他們所提出的PCK模型中，較大的

差異在於主題內容知識(SMK)與PCK間的關

係(Kind, 2009)。例如：Ball等、Grossman及
Magnusson等認為SMK與PCK是建構在教學

之上的兩個分離成分；但Marks認為：PCK
包含SMK。雖然大家的觀點不盡相同，但這

些模型有一個共通點，就是所有學者都更精

緻化Shulman (1986, 1987)的想法，分析PCK
的組成面向或透過實證資訊或研究者個人的

信念為PCK注入新的元素(Kind; Park & Chen, 
2012)。總的來說，PCK是一個綜合許多面向

而組成的知識(Abell, 2008)，因此，多數學

者 (Friedrichsen et al., 2009; Park & Chen, 2008; 
Park & Oliver)同意，教師所擁有PCK的層次取

決於教師個人內心中PCK組成面向間的整合

程度；而且，教師的知識是無法脫離所處的

情境與脈絡，這些知識是在活動、文化與脈

絡交互作用下發展與改變(Fennema & Franke, 
1992)。綜合上述觀點，研究者認為，欲探究

教師數學教學時所涉及的知識，學科的主題

內容知識勢必無法忽略。因此，研究者較贊

同Marks所持：PCK應包含SMK的觀點。

因此，本研究為探討兩位個案教師的

數學PCK，首先，先行建構本研究所欲探究

之數學PCK內涵。從數學教育的觀點來看，

NCTM (1991)在《數學教學專業標準》一書

中提到，教師教數學時應具備五種能力與知

識：對教學材料與資源理解的知識、表達數

學概念和過程的知識、組織教學策略與課堂

模式的知識、促進課堂互動與培養數學集體

意識途徑的知識及評定學生數學理解的知

識。Fennema與Franke (1992)分析關於數學教

師的相關文獻，提出教師的知識包括數學知

識、對學習者認知的知識及教學法知識。此

外，Ball與Rowan (2004)從數學教學實作過程

檢視教師所使用的知識，以瞭解教學中所需

要的數學知識以及這些相關知識如何被教師

使用。因此，提出了數學教學的知識(MKT)模
型，認為教師進行數學教學時會使用的知識

包括兩大類別：一類是主題內容知識(SMK)，
包括特殊內容知識 (Spec ia l i zed  Con ten t 
Knowledge, SCK)、一般內容知識(Common 
Content Knowledge, CCK)、數學水平內容知

識(Horizon Content Knowledge, HCK)；另一類

則是學科教學知識(PCK)，包括內容與學生知

識(Knowledge of Content and Student, KCS)、
內容與教學知識(Knowledge of Content and 
Teaching, KCT)、內容與課程知識(Knowledge 
of Content and Curriculum, KCC)。

綜合上述觀點(詳見表1)，本研究將教師

數學PCK的內涵分為五個面向：(一)課程與

目標知識：是指教師能理解數學課程內容的

沿革、課程架構、教學目標與資源等相關知

識。屬於NCTM (1991)所稱「教學材料與資

源理解的知識」、Ball等(2008)所稱「內容

與課程知識」及Marks (1990)所稱「媒體資

源知識」；(二)學科內容知識：是指教師能

理解教學單元的概念內涵與運算法則、學生

學習此單元前的先備知識及他們在此單元可

能產生的迷思等相關知識。屬於Fennema與
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Franke (1992)、Ball等以及Marks所稱「數學

知識」；(三)教學策略知識：是指教師能擁

有教學過程中所需的一般教學策略知識。屬

於NCTM所稱「組織教學策略與課堂模式的

知識」與「促進課堂互動與培養數學集體意

識途徑的知識」、Fennema與Franke所稱「教

學法知識」及Marks所稱「教學策略知識」；

(四)教學表徵知識：是指教師具備教學過程

中可能使用的活動、舉例、示範、說明(例
如：圖表、口說、符號……)，以幫助學生學

習的知識。屬於NCTM所稱「表達數學概念

和過程的知識」、Fennema與Franke所稱「對

學習者認知的知識」、Ball等所稱「內容與

學生知識」；(五)學習成效評估知識：是指

教師能運用適當的評量方式評估學生的學習

成效。屬於NCTM所稱「評定學生數學理解

的知識」。而陳彥廷(2014)藉此架構，透過

探索性因素分析、驗證性因素分析及信、效

度考驗開發「國小教師數學教學知識知覺量

表」，該量表經項目分析、探索性因素分析

檢驗、修訂後，形成知覺量表共17題，再

透過結構方程模式進行驗證性因素分析檢驗

量表的構念效度，結果顯示，此量表的測量

模式與觀察資料適配度大致良好；整體信度

(Cronbach’s alpha值)為 .919，各分量表的信

度介於 .644至 .837之間，具有良好的信度與

效度。

因此，本研究站在此架構的基礎上，讓

兩位國小個案教師透過該量表檢視自身的數

學PCK風貌，並從兩位個案教師實際進行數

學教學的過程中，探析他們呈現的數學PCK
樣態。

二、 教師數學教學知識的互動與整合
過去，許多關於教師知識之研究(例如：

李源順、林福來、呂玉琴、陳美芳，2008；
林碧珍、蔡文煥，2007；劉曼麗，2008；鍾

靜、張淑怡、陳幸玫、陸昱任、戴坤邦，

2012；Fennema & Frank, 1992)大多建立相

關的知識面向，或建構對應的指標，以檢視

教師所具備的數學教學相關知識。這屬於從

靜態的觀點審視教師師所具備的專業知識狀

態。然而，有些研究(Berliner, 2001; Meijer, 
Verloop, & Beijaard, 1999)指出，教師所具備

的教學知識會隨著教學的進行，而不斷地連

結與整合。Krauss等(2008)的研究比較198位
數學教師的學科內容知識(CK)與PCK發現，

數學專業的程度取決於教師個人所擁有CK與

PCK兩種知識的連結程度。此觀點支持研究

表1：教師數學教學知識面向彙整

PCK面向

學者主張

教學表徵

知識

對學習者

認知的 
知識

教學策略

知識

促進課堂

互動與培

養數學集

體意識途

徑的知識

對教學材

料與資源

理解的知

識

評定學生

數學理解

的知識

數學知識

NCTM (1991)     

Fennema與Franke 
(1992)   

Ball等(2008) � �  

Marks (1990)     

研究者綜合彙整 教學表徵知識 教學策略知識
課程目標 
知識

學習成效 
評估知識

學科內容 
知識
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者先前所論述「探究教師PCK，就無法脫離

CK」的觀點，也說明「教師的PCK會隨著教

學的進行，而呈現動態整合」的意義。

延續上述「教師的PCK是在教學過程中

呈現動態整合」的觀點，有兩種研究取向逐

漸開展 (Park & Chen, 2012)。一是探究PCK的

其中一個面向知識如何影響其他面向的知識 
(Abell, 2008; Cohen & Yarden, 2009)，例如，

Abell探究教師「對學生理解的知識」如何影

響「教學策略知識」。Cohen與Yarden則探

究教師的「特定主題的課程知識」如何影響

「教學策略知識」；另一個取向，則是在檢

視PCK的某個面向知識與整體PCK之間的關

連。例如，Clermont, Krajcik與Borko (1993)
發現，教師「對學生在特殊主題先備知識、

學習困難及推理類型的理解」影響其PCK的

發展。Matese (2005)則發現，教師的「評量

知識」影響其教學知識與實務。而Hashweh 
(2005) 針對上述兩種研究取向建議，我們應

該更深一層去探究PCK這些面向彼此間如何

互動，以及這些互動的狀態如何影響教師的

教學實踐。

因此，Park與Chen (2012)依此觀點，

提出「PCK成分整合歷程圖」(integration 
of the components of pedagogical content 
knowledge)，藉此分析科學教師在「特定主

題」教學過程中，所呈現PCK各面向間的整

合情形。而此「PCK成分整合歷程圖」的

分析，首先是植基於該研究團隊所發展的

PCK面向，以個案教師在進行教學過程中的

「PCK事件」為單位，分析個案教師在教學

中每個「PCK事件」所涉及的PCK各面向知

識，最後繪製成教師在特定主題中的PCK 
map。以下，茲闡釋其分析步驟如下。

(一) 切割教學過程中的PCK事件
首先，從個案教師的教學影帶中切割教

學的片段。而教學片段的切割判準如下：

1. 教師PCK的展現，是教師在教學過程中呈

現兩個或多個面向整合的歷程。

2. 當一個教學片段顯示同時涉及兩個或多個

PCK面向時，稱為一個「PCK事件」。

3. 而這個PCK事件是從教師與學生互動的行

為中看見，顯示PCK的面向在PCK事件中互

動與整合。

(二) 確認每個PCK事件中PCK面向的出現
次數與整合

上述PCK事件中，PCK面向整合過程的

描述，主要是從觀察並輔以晤談與相關文件

支持而獲得。當研究者確認PCK的面向在一

個PCK事件中被整合時，就把焦點放在PCK
各面向出現的次數，以及關注有哪些PCK面

向出現在這個PCK事件中。換言之，即計算

出PCK事件中PCK各面向出現的次數，以及

此事件中有哪些PCK面向被整合。

(三) 繪製教師教學過程中的PCK map
當每一個PCK事件中的PCK各面向分析

完成後，Park與Chen (2012)便在他們所建構

的PCK面向架構中，將同一個PCK事件所涉

及的PCK面向畫上連結線(圖1中各面向旁的

數字代表該面向在教學過程中出現的次數；

連結線上出現的數字代表在教學過程中產生

連結的次數)。圖1為Park與Chen研究中一位

個案教師在一堂課室教學中，所呈現的PCK
各面向知識整合的情形。最後，再計算出教

學過程中PCK各面向出現的總次數，及各面

向連結的總次數。當面向與面向間的連結次

數愈多，則連結線就會愈粗。最後，形成教

師在該堂課教學的PCK map。
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基於研究者所持「探究教師PCK，就無

法脫離CK」以及「教師的PCK會隨著教學的

進行，而呈現動態整合」的觀點，本研究將

以Park與Chen (2012)分析教師進行教學所呈

現的PCK map為基礎，運用陳彥廷(2014)所開

發的「國小教師數學教學知識知覺量表」，

並以此量表的數學PCK面向作為分析面向，

探究兩位國小個案教師在進行兩個單元的數

學教學時，所呈現的數學PCK整合情形。

三、教師數學教學知識相關研究回顧

過去，已有許多研究針對數學教師的

專業知識進行探究。其中一個取向，是數學

教師專業標準或面向的建立(李源順、呂玉

琴，2006；李源順等，2008；林碧珍、蔡文

煥，2007；劉曼麗，2008；鍾靜等，2012；
Thornton & Morony, 2005)，而涉及的教師身

分包括職前教師、初任教師、一般教師、輔

導教師。然而，儘管不同專業標準所使用的

分類與專業名詞不盡相同，但他們所建立關

於教師的數學專業標準大致包含數學內容知

識、一般教學知識、數學教學知識、數學課

程知識、學習者數學認知知識、情境脈絡知

識、數學評量知識(鍾靜等)。然而，由於研

究者認為教師進行數學教學時，所使用的數

學PCK無法脫離CK而進行分析。因此，本研

究採Marks (1990)所提「PCK應包含SMK」的

觀點，進而形成PCK的面向：課程與目標知

識、學科內容知識、教學策略知識、教學表

徵知識、學習成效評估知識。而這些PCK的

面向亦經過相關的量化分析、考驗，也與過

去研究成果相符合，故適合作為本研究分析

個案教師數學PCK的依據。

研究的另一個取向，是透過學習歷程促

進教師數學PCK發展，這些學習歷程包括專家

教師輔導模式(陳品婷、李源順，2011；陳彥

廷、康木村、柳賢，2010)、學習社群模式(李
源順、林福來，1998；李咏吟、趙曉美、李孟

圖1：個案教師的PCK map整合

資料來源： “Mapping Out the Integration of the Components of Pedagogical Content Knowledge (PCK): Examples 
from High School Biology Classrooms,” by S. Park and Y. C. Chen, 2012, Journal of Research in Science 
Teaching, 49(7), 930.
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文、蔡曉楓、陳鏗任，2008；姚如芬，2006；
張宇樑，2010；Engeström, 1994; Matsumura & 
Steinberg, 2002)。這些研究均發現，參與的教

師都在培育的過程中達成專業成長。

但是，研究者發現，「數學PCK在教學

過程中是動態流轉」的想法，似乎在數學教育

領域較為少見。因此，本研究企圖從這個角度

出發，審視兩位國小個案教師在進行數學教學

過程中，其數學PCK各面向的整合情形，以提

供未來促進教師數學PCK發展的參考。

參、研究設計與實施

一、研究方法

本研究旨在運用陳彥廷(2014)所發展的

「數學教學知識知覺量表」架構，透過課室

觀察與晤談，分析兩位國小個案教師在數學

教學實踐中，數學PCK整合情形的差異。此

外，Gibson與Dembo (1984)指出，若教師能

擁有好的教學效能感，那麼他對於自己以及

學生也比較有信心，較相信自己能把書教好

且能勝任愉快。因此，本研究亦基此觀點，

讓兩位個案教師填寫「數學教學知識知覺量

表」，以探究他們對自身數學PCK的評估。

最後，再從量表資訊與教室觀察的相關資

料，檢視他們自覺的數學PCK與教過程中表

現出來的PCK整合情形間的差異性。

而郭生玉(1997)指出，個案研究意旨採

用各種方法蒐集有效的完整資料，對單一個

人或社會單位做縝密而深入研究的方法。由

於本研究期望有別於過去研究「從靜態觀

點」看教師的數學PCK發展，而是「從動態

觀點」審視教師在數學教學過程中，數學

PCK各面向的互動與整合，屬較新的嘗試方

向。因此，本研究先行以兩位教師作為個

案，企圖從深入理解個案教師在數學教學過

程中的數學PCK整合情形，進而建立可供分

析教師數學PCK發展的新取徑。故本研究屬

個案研究。

二、研究樣本

本研究邀請兩位在國小擔任數學領域教

學之教師接受研究者的探析。研究者選擇此

兩位教師的原因有三：(一)研究者與兩位教師

屬舊識，當研究者邀請他們參與本研究時，

他們都顯示有高度的興趣；(二)兩位教師其中

一位教師阿倫，已具10年教學經驗，他曾擔

任南部某縣市數學領域國教輔導團輔導員，

對於數學領域的學科知識、課程設計與教學

方法等素養，尚稱熟稔；另一位教師小容，

則初入國小教學現場，可稱為生手教師；(三)
兩位教師一位是數理科系畢業，另一位則非

數理科系畢業。

然而，Shulman (1987)指出，教師在教學

過程中所需要的各種知識，以「學科教學知

識」(PCK)最為重要。這也是區別具有專業知

識的專家與會教這門知識的教師最明顯不同

之處(邱美虹、江玉婷，1997)。因此，本研究

在樣本的選擇上屬立意取樣，其相關背景如

表2所示。

三、研究工具

(一) 數學教學知識知覺量表
本研究運用陳彥廷(2014)所開發之「數

學教學知識知覺量表」，來瞭解教師對自身

數學教學知識的感知。量表中包含五個面

向，共17道題目。該量表的測量模式與觀察

資料適配度大致良好，整體信度為  .919，
各分量表的信度(Cronbach’s α值)介於 .644
至 .837之間，具有良好信度與效度。量表的

施測時間為10 ~ 15分鐘，題目作答選項採取

Likert五點設計形式，分別為「總是如此」、

「經常發生」、「偶爾發生」、「很少發
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生」、「從來沒有」，記分的方式則依序以5
至1分計算。

(二) 個案教師的教學單元
由於本研究旨在探究兩位個案教師在

進行數學教學時，所呈現的數學PCK整合情

形；並將此結果與他們在「數學教學知識知

覺量表」中的數學PCK自覺情形進行比較。

因此，本研究選擇進入兩位教師的數學課室

進行觀察與探究。然而，Baxter與Lederman 
(1999)指出，PCK成分間的互動與整合，會

隨著主題與脈絡的特殊性而有差異。因此，

研究者在「數與量」及「幾何」主題中，各

擇取一個單元，進入兩位教師的數學課室進

行觀察，期待除了比較兩位個案教師在同一

個教學單元中所顯示的PCK map之外，也希

望能比較同一位教師在不同主題單元的PCK 
map。

但是，依目前國民小學的課程進度來

看，每個單元進行時間約一週(三節課)，這

涵蓋主要教學以及習作討論與評量時間。因

此，研究者僅選擇主要教學的一堂課進班觀

察。換言之，即每位教師在每一個單元教學

過程中，被觀察的時間為一節課。兩位教師

教學的單元與內容，見表3所示。

表2：個案教師背景分析

化名

背景資料
阿倫 小容

性別 男 女

教育程度 學士 學士

專業背景 非數理科系畢業 數理科系畢業

主要領域專長 語文領域 數學領域

教學年資 10 1
經歷 南部某縣市數學領域國教輔導團輔導員 無

表3：個案教師的教學單元分析

教學單元 第1單元：最大公因數與最小公倍數 第2單元：圓

主題屬性 數與量 幾何

教學目標

1. 認識短除法的計算

2. 運用最大公因數與最小公倍數解題

3. 理解互質的定義

1. 認識圓周率

2. 解決圓周率應用問題

3. 理解圓面積的公式原理及計算

教學概念

1. 最大公因數

2. 最小公倍數

3. 互質

1. 圓周率

2. 圓面積

教師 阿倫 小容 阿倫 小容

教學方法
1. 提問引導討論、分享

2. 綜合論述

1. 數學解題

2. 上臺分享、全班討論

1. 數位媒材詮釋概念

2. 提問引導討論、分享

3. 綜和論述

1. 引導學生進行實作

2. 講解說明

學習情境 數學寫作 數學解題
資訊科技融入

數學寫作
動手做

評量方式 口頭報告、課堂巡視 口頭報告 口頭報告、課堂巡視 口頭報告
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由表4觀之，兩位教師的教學活動設計，

都是從「建構主義」的觀點出發。在「數與

量主題」，阿倫是透過「小組合作數學寫

作」的情境，引導學生從解題歷程中理解數

學概念，藉由同儕討論、分享及教師做總結

性彙整的方式建構知識；小容則是透過「個

人解題」、「上臺分享」與「全班討論」的

方式，從解題過程中建構數學概念。在「幾

何主題」，阿倫是運用「數位媒材：Flash」
引入圓周率、圓面積等相關概念，透過「提

問」的方式引導學生進行「數學寫作」以促

進理解；小容則透過「學生動手操作」情

境，引導學生從視覺理解「圓周率」概念，

藉由實作與講解說明的方式建構知識。而阿

倫多是從學生的口頭報告與課間巡視，來掌

握學生的學習情況；小容則從學生的口頭報

告中，掌握他們對於知識的理解情形。

四、資料蒐集與分析

(一) 問卷調查─個案教師數學PCK的自覺
為了瞭解兩位個案教師自覺所具有的數

學PCK內涵，研究者在進入個案教師數學課

室，進行教學觀察前，先行請兩位教師填寫

「數學教學知識知覺量表」，並將此資料與

研究者在兩位教師數學課室進行教學實踐，

所獲致的數學PCK整合情形進行比較，以回

應本研究相關的研究目的。其中，量表的資

料是以描述性統計(總分、平均分數)的方式呈

現。此外，本研究亦以個案教師的「背景晤

談」語料為輔助，以交叉比對個案教師對自

身數學PCK的自覺情形。

(二) 觀察與晤談─個案教師PCK map的
繪製與比較

為了分析兩位個案教師在「數與量主

題：最大公因數與最小公倍數」以及「幾何

主題：圓」兩單元教學過程中，數學PCK各

面向整合的情形與差異，本研究以非參與式

課室觀察並輔以晤談的方式進行相關資料的

蒐集。

在非參與式課室觀察部分，本研究於兩

位個案教師進行數學教學過程中進行全程錄

影，而研究者也會記錄當下所觀察到值得討

論的個案教師行為，於教學後以「觀察後晤

談」的方式與個案教師針對這些行為背後的

想法進行確認。關於教學過程中師生的對話

資料，本研究以「倫-1-教-006」代表這是阿

倫在第1單元教學中的第6句對話。本研究分

別觀察每位個案教師在每個單元的教學一堂

課(40分鐘)，總計蒐集4堂課(160分鐘)的師生

對話語料。

在晤談部分，本研究使用了「背景晤

談」、「觀察前教學計畫晤談」與「觀察後

晤談」等三類半結構式晤談。其中，對每位

個案教師分別進行1次「背景晤談」，主要在

瞭解教師的教學背景、對數學教學的看法及

對於「最大公因數與最小公倍數」、「圓」

教學的相關知識(晤談問題見表4)。因此，每

位個案教師接受「背景晤談」1次，晤談時間

約30 ~ 45分鐘。然而，Hashweh (2005)指出，

PCK會出現在教學計畫、過程中的互動與教

學後的行動中。因此，本研究於個案教師進

行教學前，也針對他如何規劃課程、教學目

標為何、如何規劃評量進行「觀察前教學計

畫晤談」，因此，每位個案教師接受「觀察

前教學計畫晤談」2次，每次晤談時間約40 ~ 
5 0分鐘。最後，當每位個案教師完成1個單

元的教學後，研究者則針對他教學後的反思

(特別是教學過程中觀察者所觀察到發生的事

件)……等議題進行「觀察後晤談」，讓每

位個案教師有機會說清楚他教學決定的理由

(晤談問題見表4)。因此，每位個案教師接受

「觀察後晤談」2次，每次晤談時間約40 ~ 50
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分鐘。上述「觀察前教學計畫晤談」與「觀

察後晤談」過程，研究者都全程錄影並將對

話轉譯為文字稿，再進行後續分析。

上述的「非參與式課室觀察對話語

料」，主要作為本研究描繪兩位個案教師在教

學過程中，呈現數學PCK各面向動態整合歷程

的資料。至於分析這些語料的方式，主要參考

Park與Chen (2012)發展的「PCK成分整合歷程

圖」之分析方式。而此圖的繪製，則是透過

深入分析教學過程中的PCK事件(Park & Oliver, 
2008)、列舉途徑(LeCompte & Preissle, 1993)與
恆常比較法(Strauss & Corbin, 1990)三個管道分

析而得。以下，茲輔以研究過程中獲致的一部

分資料，說明分析步驟如下：

1.切割教學過程中的數學PCK事件
個案教師的教學行為，若研究者認為

具有數學教學的意義，並經「觀察後晤談」

中個案教師確認，即確定為一個數學PCK事

件。舉例來說，阿倫在第1單元教學時(參見

表5教學事件內涵)，研究者認為：「他依序

引導學生從讀題、瞭解題意、思考這題目涉

及的數學概念、如何表徵題意、解題並與同

儕討論」(阿倫-1-事件1)，經過阿倫確認對

話背後真正想法後，決定將此「引導學生解

題」的過程定為第1個數學PCK事件。

2. 確認每個數學PCK事件中涉及的PCK面向整
合情形

當研究者完成每位個案教師在每個單

元教學的數學PCK事件切割後，接續，則繼

續進行每個數學PCK事件涉及的數學PCK面

向確認。而此項任務，除了研究者自行判

斷外，研究者亦邀請另外一位數學師資培育

者，分別針對每個數學PCK事件進行分析，

再與個案教師透過溝通、協商的方式，達成

三人都同意的結果，以判定此數學PCK事件

涉及的數學PCK面向。研究者再以阿倫在第1
單元教學時第1個數學PCK事件為例(參見表5
教學事件內涵)，研究者與協同分析者對此數

學PCK事件「涉及的數學PCK面向」有不同

的看法。在此情形下，研究者會先行和協同

分析者進行討論、取得共識，再以兩位分析

者的共識徵詢個案教師確認，做出數學PCK
事件涉及的數學PCK面向確認。

3. 繪製個案教師在每個單元教學過程的PCK 
map

最後，研究者再將每個數學PCK事件涉

及的PCK面向進行計次、繪製，而形成PCK 

表4：本研究晤談題幹

晤談類型
晤談題目

編號 內容 資料編碼／代表意義

背景晤談
I-1

您過去有多少年的數學教學經驗？涉及的年段

是那些？
倫-1-背晤-2-03／阿倫老師在背景

晤談針對I-2問題的第3句對話。
I-2 您認為數學課的教學應該如何進行？為什麼？

觀察前教學計畫

晤談

II-1 請說明您規畫此單元教學活動的想法為何？
容-2-前晤II-1-09／小容老師在第2
個教學單元之觀察前晤談針對II-1
問題的第9句對話

II-2 請說明您在實施本單元教學的教學目標為何？

II-3
您在本單元教學時如何評估學生是否達成您期

望的目標？

觀察後晤談

III-1 請說明您對此單元教學後的想法為何？ 倫-1-後晤III-12-05／阿倫老師在

第1個教學單元之觀察後晤談針對

第12個PCK事件的第5句對話

III-2 您認為，您有達成原先規劃的教學目標嗎？

III-3 您在教學過程中，為何會採取這樣的措施？
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map。再以阿倫在第1單元教學時第1個數學

PCK事件為例，此數學PCK事件(編碼為E1)經
研究者與另一位協同分析者以及個案教師討

論後，確認此事件涉及學科內容知識、教學

策略知識及教學表徵知識等三個數學PCK面

向的整合，而此三個面向知識分別出現了2、
3、1次。因此，研究者首先以直線連結這三

個數學PCK面向知識；接續，在直線上標示

出「E1」，象徵這三個數學PCK面向知識於

第1個數學教學PCK事件中整合；最後，則在

每個數學PCK面向知識中標上出現次數，完

成1個數學教學PCK事件的數學PCK面向整合

(參見圖2)。

五、研究的信效度

為使本研究在資料分析達到信、效度

的要求，本研究參考學者 (曾崇賢、段曉

林、靳知勤，2011；Abd Rahman & Scaife, 
2006)的建議，以「確實性」(credibility)、
「可遷移性」(transferability)、「可靠性」

(dependability)與「確認性」(confirmability)等
判準以反應質性研究典範的預設立場，茲分

別說明如下。

(一) 確實性
此乃研究資料的真實性程度。研究者為

求資料能真實反應個案教師的數學PCK整合

情形，採取的作法包括：1.研究進行前，向

教師表明研究結果將以匿名方式處理，讓教

師能以開放的心態接受觀察與探析；2.除了

依據錄影轉譯的語料進行分析外，研究者亦

將資料分析的結果提供個案教師本人確認，

以達研究資料的交叉檢視效果；3.本研究資

料的分析，分別經由研究者與另外一位協同

分析者各自分析，期能讓研究結果確實反應

出個案教師進行教學過程中的數學PCK整合

情形。表5即呈現本研究的結果，都是經由研

究者、協同分析者以及個案教師溝通、協商

而確認。在本研究中，2位個案教師共形成4
個數學PCK map，這4個數學PCK map共有55
個數學PCK事件。在判斷每個數學PCK事件

涉及的數學PCK面向時，研究者與協同分析

者無須經由協商即達一致看法的數學PCK事

件有46件，其一致性達46/55 = 0.836。

表5：個案教師數學PCK整合分析

教學事件 教學事件內涵

涉及的數學PCK面向
個案教師 
確認研究者

協同分析者 
(師培者)

倫-1-E1
(阿倫在第1單元的

第1個數學PCK事件)

倫： 好，大家一起把題目唸一次(2)。

生： ……(讀題)。
倫： 請你將關鍵資訊畫起來(2)，然後

開始做做看。

倫： 想一想，在你所學過的知識裡

面，有哪些和這道題目有關。

例如：因數、倍數……等等(1)。

這些和這個題目的關係是什

麼？

倫： 你應該用什麼方式來表示題目

的意思(3)呢？

倫： 好，現在做好的同學開始與小

組的同學討論(2)。

1. 學科內容知識

2. 教學策略知識

3. 教學表徵知識

2. 教學策略知識

3. 教學表徵知識

學科內容知識

教學策略知識

教學表徵知識
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(二) 可遷移性
為使本研究在探究過程與發現能有效遷

移至不同教師，因此，本研究詳實呈現觀察

與分析個案教師的每個步驟與做法，並依據

獲得的資訊進行理解、分析，以描述個案教

師的數學PCK整合情形，期能提供未來師資

培育者參考。

(三) 可靠性
Abd Rahman與Scaife (2006)指出，可靠

性可取代信度。這是指讀者能夠從研究呈現

的資料蒐集、分析等過程之詳細說明，判別

資料的可靠性。因此，本研究在個案教師

完成教學後，將所有上課的對話內容轉譯

為逐字稿；再由研究者與協同分析者進行

數學PCK事件切割，進而判斷數學PCK事件

涉及的數學PCK面向；接著請個案教師本人

檢視、確認，以符合當事人在教學當下的原

始想法，進而據實呈現個案教師原有的數學

PCK整合風貌。

(四)確認性
研究者進行資料分析時，會反覆檢視

原始資料、反思閱讀進行觀察時所記錄的札

記，以減少涉入研究者的主觀意識。期能透

過文字與自身的對話，增加對理論的覺察並

證實普遍性的發現。

肆、研究結果

一、兩位個案教師自覺的數學PCK
內涵

以下，茲彙整兩位個案教師在「數學教

學知識知覺量表」中數學PCK的自覺情形。

表6顯示，阿倫自覺在「教學表徵知識」(M = 
5)面向表現最佳，其次依序為「學科內容知

圖2：圖繪PCK map的數學PCK事件舉隅
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識」、「教學策略知識」、「學習成效評

估知識」與「課程與目標知識」。其中，

又以「課程與目標知識」面向表現最不佳 
(M = 3)。至於小容，她自覺在「教學表徵

知識」(M = 4.5)面向表現最佳，其次依序為

「教學策略知識」、「學科內容知識」、

「學習成效評估知識」與「課程與目標知

識」。其中，以「課程與目標知識」面向表

現最不佳(M = 3)。

綜合來說，兩位教師自覺在數學PCK各

面向表現是否理想的順序一致性頗高。他們

都自覺在「教學表徵知識」、「教學策略知

識」與「學科內容知識」等面向表現較為理

想，而自認為在「課程與目標知識」面向的

表現較不理想。其中較不相同的是，阿倫自

覺其在「學科內容知識」的表現優於在「教

學策略知識」的表現，而小容則自覺其在

「教學策略知識」的表現優於在「學科內容

知識」的表現。

研究者進一步從晤談中發現，兩位教

師均認為，進行數學教學時應注意的內容包

括：(一)教學表徵知識；(二)學科內容知識；

(三)教學策略知識。

「如果要談進行數學課教學時應注意

的內容，我想最重要的應該是讓學生聽得懂

我上課的內容吧。」(倫-1-背晤-2-09)與「我

想，數學教學最重要的是用學生聽得懂的方

式講解數學知識。」(容-1-背晤-2-12)，此顯

示兩位教師均同意數學教學最重要的是「教

學表徵知識」，因為「教師有必要運用學生

能理解的符號和語言解釋數學概念，這樣的

數學課才有意義」(倫-1-背晤-2-18)。此結果

呼應兩位教師在量表中的「數學表徵知識」

面向表現最高分的現象，顯示他們對此面向

的關注。

此外，兩位教師也認同「學科內容知

識」的重要性，並自陳在進行數學教學時，

經常留意此面向知識的正確性與關聯性：

我覺得數學概念的內涵也很重要。

因為，如果不知道數學概念教學的

先後順序，那很可能會搞不清楚哪

些東西已經教了，而哪些是還沒教

的。(倫-1-背晤-2-22)

如果教學前沒有把要教的觀念想清

楚，那我會覺得很不踏實，所以，

我也覺得這很重要。(倫-1-背晤-2-27)

教學前備課的時候，我會把和這個

單元有關的觀念，包含以前教過

的、現在要教的和以後要教的先弄

清楚，以便真正掌握教學單元的內

容。(容-1-背晤-2-16)

由此看來，兩位教師在進行數學教學

時，也重視「數學知識」的結構性、縱向連

結及單元概念內涵，也象徵他們自覺這是數

學教學中重要的面向。此結果也與他們在量

表中「學科內容知識」面向表現高分的現象

相呼應。

最後，兩位教師也認為「課堂中，使用

好的教學策略引起學生的學習意願與動機，

表6：個案教師對數學PCK的自覺

課程與目標知識 學科內容知識 教學策略知識 教學表徵知識 學習成效評估知識 整體

阿倫 6/3 23/4.6 13/4.33 20/5 12/4 74/4.35
小容 6/3 21/4.2 13/4.33 18/4.5 12/4 70/4.12

註：表中數字所代表的意義為「面向總得分／平均得分」。
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也是很重要的事」(容-1-背晤-2-24)，此顯示

他們對「教學策略知識」的重視。因為，

「如果能用好的策略引導學生學習，我相信

會讓學生體會數學課程的趣味性，喜歡數

學」(倫-1-背晤-2-33)。可見，他們都自覺到

數學教學時，應留意「教學策略知識」，才

能讓學生更加喜愛、理解數學。此結果也與

兩位教師自覺在量表中「教學策略知識」面

向表現不錯的現象一致。

然而，「我以前不太重視或在課堂中

立即評估學生的學習成效。但是，隨著教學

經驗逐漸豐富，我大概能夠從課間巡視的過

程，掌握學生的學習狀況。……所以，我

個人覺得評估學生的學習狀態也是重要的部

分」(倫-1-背晤-2-41~42)，此顯示阿倫相對於

小容來說，還自覺到「學習成效評估知識」

的重要性。可見，阿倫的「經驗」讓他在晤

談中比小容多了「學習成效評估知識」面向

的自覺。

但是，較可惜的是，兩位個案教師在

晤談過程中都未論述到「課程與目標知識」

面向的內容。研究者進一步透過晤談，詢問

兩位個案教師未提及「課程與目標知識」面

向相關內容的原因，阿倫說：「雖然我知道

數學課本的內容會因不同時代的課程改革而

有不同，但是，我幾乎不會在課堂中告訴學

生這些事。因為，這對學生來說並不重要」

(倫-1-背晤-2-59~60)。而小容則自認為：

「說真的，我對於數學課程的改變，並沒有

花很多時間去關注。因為，我目前還是新手

老師，我會花比較多的時間去強化我的教學

實務部分」(容-1-背晤-2-68)。由此看來，小

容的反思隱約象徵教師會在「教學經驗」豐

富之後，才會關注「課程與目標知識」的內

容；而阿倫的反思則意味著他認同「課程目

標知識」對教師的重要性，但似乎不需要在

數學教學過程中著墨太多。

總的來說，將兩位個案教師在量表的

表現及晤談結果進行比對，顯示他們對於數

學教學過程中數學PCK各面向的重視具一致

性。再者，將兩位個案教師進行比較後發

現，阿倫相較於小容來說，他的教學經驗較

為成熟，其在數學PCK各面向的自覺得分也

都比較高。並且，透過晤談亦發現，阿倫對

於數學教學的考量，也會思考評估學生學習

成效的面向；並且，也知道數學課程改革過

程中，教材內容的增刪以及目標的變化。但

是，他不認為這有必要在數學教學中跟學生

提起。此顯示對於數學教學的思維，「學習

成效評估知識」與「課程目標知識」可能是

專家教師比生手教師多具有的面向。

二、兩位個案教師在不同主題單元
教學中呈現的數學PCK整合

接續，本研究從兩位個案教師的數學教

學歷程，分析他們進行每個教學單元時，其

數學PCK各面向的整合情形。圖3為兩位個案

教師在每個主題單元中呈現的數學PCK各面

向整合。

以下，茲針對兩位個案教師在不同主題

單元教學所呈現的數學PCK整合進行比較，

並提出研究發現。

(一)兩位個案教師的數學PCK整合具有主
題個殊性

由圖3發現，雖然兩位個案教師所教的單

元相同，但他們呈現的數學PCK map不盡相

同(例如：圖3-1與圖3-2；圖3-3與圖3-4)。並

且，他們在進行同一個主題單元教學時，所

顯示的PCK各面向整合次數以及每個面向間

的連結次數都不相同。此外，同一位教師在

進行不同主題單元教學時，所顯示的數學PCK 
map也不一樣(例如：圖3-1與圖3-3；圖3-2與
圖3-4)。可見，教師在進行數學教學時，會因
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主題不同，而有不同的數學PCK map。換言

之，即教師的數學PCK會因教學主題不同而

在數學PCK各面向的整合產生差異。

然而，教師的數學PCK map似乎也跟他

們個人偏好的主題領域而有差異。圖3-1與圖

3-3顯示，阿倫在「幾何」主題的教學中，數

學PCK各面向整合較為頻繁；而圖3-2與圖3-4
顯示，小容在「數與量」主題的教學中，數

學PCK各面向整合較為良好。

我覺得我對「幾何」好像比較有感

覺吧！……原因喔，因為小學階段

的「幾何」，很具體，我會從日常

生活、網路、一些動手做的活動去

連結我要教的單元，……我比較喜

歡這種主題。(倫-2-後晤III-1-12, 15)

我個人比較偏好「數與量」的主

題。……因為這些單元我比較熟

悉。(容-2-後晤III-2-30, 36)

圖3-1：阿倫／最大公因數與最小公倍數 圖3-2：小容／最大公因數與最小公倍數

圖3-3：阿倫／圓 圖3-4：小容／圓

圖3：個案教師在單元教學過程中的數學PCK map
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阿倫甚至認為，「在幾何主題下，它的

概念比較簡單，知識比較單純。但數與量，

牽涉的概念比較多，我比較不熟悉」(倫-2-
後晤III-2-15)。此顯示，教師對於教學單元

的偏好，會影響其在教學過程中數學PCK 
map的呈現。本研究關於「教師在教學過程

中展現的數學PCK各面向整合，會因教學主

題不同而有差異」的發現，與過去許多研究

(Grossman, 1990; Park & Chen, 2012; Van Driel, 
Verloop, & De Vos, 1998)的看法一致。

(二) 兩位個案教師數學PCK整合以「教學
策略知識」、「教學表徵知識」、
「學科內容知識」為主

由圖3發現，兩位個案教師在兩個主

題教學過程中，其數學PCK各面向的整合

有一個共同的趨勢：他們的數學PCK面向

整合以「教學策略知識」、「教學表徵知

識」、「學科內容知識」為主(詳見表7)。阿

倫在「數與量」主題依序是21次(26.25%)、
20次(25%)、17次(21.25%)，在「幾何」主

題依序為26次(26.53%)、22次(22.45%)、
22次(22.45%)；而小容在「數與量」主題

依序是20(27.78%)次、17次(23.61%)、14
次(19.44%)，在「幾何」主題依序為11次
(30.56%)、9次(25%)、10次(27.78%)。雖然

阿倫在兩個主題教學過程中所出現各面向的

整合次數均高於小容，但是，兩位個案教師

在數學PCK各面向整合所出現的比例卻是接

近的(均介於20% ~ 30%)。再仔細觀察圖3的

四個數學PCK map，這四個數學PCK map的
「教學策略知識」、「教學表徵知識」、

「學科內容知識」這三面向知識彼此間的連

結也較為頻繁(均達5次以上)，代表了兩位個

案教師在這三個面向知識整合的流暢性。

此結果亦在兩位個案教師的晤談中發現：

我會這樣設計的原因，是因為我想

讓學生從實際的生活例子中理解圓

的特性，從實作去感覺直徑與圓周

長的關係，再透過引導或者是同學

分享，這樣會讓學生能更有感覺。

(容-2-前晤II-1-04)

我在進行每一個教學步驟的時候，

都會希望能兼顧一些功能。例如，

讓學生從生活中找到數學的性質、

提供不同的問題類型……等。(容-2-
後晤III-2-06)

教學過程，不管是在備課或是教

學，我大部分的重點都是考量……

學生以前學過什麼？如何從他們的

經驗切入主題？用甚麼方式？教哪

些東西？這些東西都是很重要的。

(倫-2-後晤III-2-09)

上述結果象徵兩種意義：1.阿倫因著豐

富的教學經驗，數學PCK各面向整合出現的

次數較多；2.如果從「要教學生什麼？這些

知識與他們的哪些先備知識有關？過去學生

在此部分學習有何困難？該如何呈現這些知

表7：教師在不同主題單元教學的數學PCK各面向整合

PCK面向

單元
課程與目標 學科內容 教學策略 教學表徵 學習成效 合計

最大公因數與 
最小公倍數

阿倫 9 17 21 20 13 80
小容 10 14 20 17 11 72

圓
阿倫 9 22 26 22 19 98
小容 3 10 11 9 3 36
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識？」這些考量點去思考數學教學，那麼，

「教學策略知識」、「教學表徵知識」、

「學科內容知識」這三面向知識主導兩位個

案教師進行數學教學的思維，進而形塑數學

PCK map，應該就不難理解。

(三) 「課程與目標知識」、「學習成效評
估知識」與其他數學PCK面向連結受
限

相對地，「課程與目標知識」與「學習

成效評估知識」等面向知識，在教學過程中

出現整合的次數則較少。其中，又以「課程

與目標知識」面向最少。以小容為例，她在

「圓」這個主題教學中，她的數學PCK map
呈現「學習成效評估知識」完全沒有與「課

程目標知識」產生連結的結果。此現象顯

示，小容在此堂課教學時，幾乎沒有「透

過評量的方式評估學生是否達成學習的目

標」，這意味此二面向知識的整合是小容較

欠缺的部分。

為何「課程目標知識」較無法與其他數

學PCK的面向產生連結？

教學的時候，很少在上課的時候想

到教學的目標，……通常我只會在

教學一開始的時候提到有關這方面

的內容。……但是教學的過程中，

我好像很少想到這個和其他的教學

行為會有什麼關聯。(倫-1-後晤III-
2-18, 22)

恩……我在教學的時候，真的很少想

到我的教學內容是不是符合教學的目

標，或是要去看學生真正的學習成

效。……我大部分的時間都是在想，

怎麼讓學生更理解這個單元的概念，

所以，會去思考用什麼方式來解式概

念。(容-1-後晤III-1-13, 15)

ㄟ！真的耶！我好像只有在編寫教

案的時候，才會想起教學目標這件

事，在上課中幾乎沒有想到這個單

元的教學目標，……也很少去思

考要隨時去觀察學生的學習狀況。

(容-2-後晤III-2-12, 20, 24)

此結果顯示，兩位個案教師進行教學

時，大多只在教學計畫或開始時，才會思考

到教學重點。此後，便鮮少在教學中有此面

向的思考，其原因在於他們並未體會「課程

目標知識」與其他面向知識存在關聯性。

至於「學習成效評估知識」，研究者發

現，除了小容在「幾何」單元教學之外，其

他如阿倫的兩個主題教學以及小容在「數與

量」單元的教學，兩位個案教師都出現不少

次數的「學習成效評估知識」(分別為13次、

11次、19次)，但是，教師知道或看到學生

的學習出現困難時，似乎很少直接影響其思

考「我該如何用其他方式詮釋概念讓學生理

解？」之「教學表徵知識」，換言之，即是

「學習成效評估知識」與「教學表徵知識」

的連結不多(連結次數分別為5次、5次、3
次、3次)。

此外，阿倫在「學習成效評估知識」面

向所出現的次數比小容多，「我覺得數學課

的教學應該要從學生的角度去思考，隨時從

學生的觀點去想，他們要學什麼？怎麼讓他

們學？還有他們學到什麼？……這一類的問

題」(倫-1-背晤-2-05)，這顯示阿倫較常檢視

學生的學習成效，相較於小容，「我很少去

思考如何檢視學生的學習狀態，因為，我認

為那是小考或月考的事……」(容-1-後晤II-3-
09)，顯示生手教師較不易覺察並落實課中隨

時檢視學生學習的成效。上述結果象徵兩種

意義：1.教學經驗豐富的阿倫，其連結強度

(次數)仍高於小容；2.教師似乎在教學過程中
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不易因發現學生的學習困難而思考改變教學

表徵方式。這或許值得我們注意與省思。

(四) 教師教學經驗與信念影響數學PCK面
向整合

再由圖3觀察，研究者發現兩位個案教

師雖然在兩個主題教學中，「教學策略知

識」、「教學表徵知識」、「學科內容知

識」三面向的知識達到較強的連結與整合(圖
3四個分圖中三個面向的連結線較粗，象徵

連結次數達5次以上)，但是，阿倫在兩個主

題單元的教學中，除了上述三個面向的連結

較強外，他的「學生學習成效評估知識」與

「教學表徵知識」(圖3-1與圖3-3)、「學生

學習成效評估知識」與「學科內容知識」、

「教學策略知識」(圖3-3)等面向也有較強的

連結，此現象又再次顯示教學實務經驗對於

教師數學PCK整合有助益的意義。

此外，研究者透過與阿倫的晤談發現，

除了教學經驗之外，似乎教師對於數學教學抱

持的觀點與想法，也左右了他的教學決定：

我覺得過去參加輔導團，看到其他

學校一些老師對於數學教學的想

法，也接觸到比較多關於數學教育

的新知，這些都會讓我在後來的教

學中多去思考一些問題。……比如

說，學生聽不懂我說的時候，我要

怎麼用其他方式讓他瞭解；他們的

先備知識哪裡不穩定，諸如此類的

想法……(倫-2-後晤III-14-08, 12)

我的想法就是如何讓學生在數學學

習中真正瞭解數學的概念。……這

些是我以前很少想到的。(倫-2-前晤

II-1-17)

Friedrichsen, Van Driel與Abell (2011)指
出，教師的科學教學取向是指「教師對於科

學教學概念的想法」。而此科學教學取向深

受教師「對科學教學目標的信念」、「對科

學本質的信念」以及「對科學教學與學習的

信念」的想法所影響。由此觀點審視阿倫的

教學，他的經驗讓他重整對於數學教學相關

信念的想法，進而讓他在教學過程中呈現

更完整而具更多動態連結與整合的數學PCK 
map(圖3-3)。對此，我們也從阿倫的課室對

話中看到PCK面向的整合：

師： 剛剛我們從影片中看到，它將

一個圓切成很多等分，包括4等
分(圖4-1)、8等分、……、360
等分，把這些切好的等分重新

組裝，變成一個長方形(手指著

圖3-2)，這裡是圓周長的一半

(手指著圖4-2圖形上緣)，這裡

是半徑長(手指著圖4-2圖形旁

邊)，所以，圓的面積就等於長

方形面積，而長方形面積=長× 
寬=圓周長的一半×半徑。這

樣，瞭解嗎？

師： 好，現在小組開始再重新討論

一次。

師： 小組可以拿桌上的教具 ( 圖
4 - 3 )試著組合看看。 (倫 - 2 -
教-006~008)

上述現象顯示，阿倫在教學過程中，會

不斷地嘗試看到學生的學習困難，並使用各

種表徵去解決現場中學生的學習問題，促進

學生數學理解。這也顯示阿倫是一個以學生

為中心的教學取向之教師。

三、兩位個案教師自覺數學PCK內
涵與教學實踐中呈現的數學
PCK map比較

最後，研究者再針對兩位個案教師自覺
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的數學PCK內涵與他們在教學實務中呈現的

數學PCK map進行比較。就阿倫而言，將他

在「數學教學知識知覺量表」的感知以及其

在教學實踐中的表現相互對照，依他教學實

踐所繪製的數學PCK map顯示，阿倫在「教

學表徵知識」面向出現的次數最多，而他也

自覺在此面向表現最好；此外，阿倫感知較

為不佳的「課程與目標知識」面向，也在他

的數學PCK map中顯示出現次數最少。此象

徵阿倫對於數學PCK的自覺和他外顯的教學

行為具一致性。

其次，就小容來說，依他教學實踐所

繪製的數學PCK map顯示，他的「學科內容

知識」、「教學策略知識」、「教學表徵知

識」等面向的統整最為頻繁，而他也自覺在

此些面向的表現最好；而小容感知較為不佳

的「課程與目標知識」面向，也在他的數學

PCK map中出現次數(10次、3次)最少。這顯

示他對自身的數學PCK知覺和他實際教學行

為所顯現的數學PCK整合是一致的。

整體來說，兩位教師在數學PCK的自

我覺知情形與他們在教學實踐過程中呈現的

數學PCK各面向整合情形大致呈現相互一致

的趨勢。無論是量表的施測結果或是依教學

觀察所繪製的數學PCK map，都顯示兩位教

師在教學過程中，多以「學科內容知識」、

「教學策略知識」、「教學表徵知識」等面

向為教學的核心；「課程與目標知識」面向

與其它面向知識的連結最少，而量表資訊也

顯示兩位教師在此面向的自我覺知分數最

低。此結果象徵兩個意義：(一)本研究所使

用的量表可看出教師整體具備的數學PCK樣

態；(二)培養教師在教學過程中隨時檢視「課

程與目標是否與教學相互呼應」的觀點是重

要而待解決的議題。

伍、結論、討論與建議

一、結論與討論

本研究藉由陳彥廷(2014)所開發的「國

小教師數學教學知識知覺量表」，審視兩位

國小個案教師其對於自身具備的數學PCK覺

知；並植基於此量表所架構的數學PCK之五

個面向，透過兩個主題單元之課室非參與式

觀察，分析兩位個案教師所呈現的數學PCK 
map；希望獲知兩位個案教師對數學PCK自

覺的內涵與實際教學間所顯現的數學PCK整

合是否一致？他們的PCK map的風貌為何？

研究者認為，本研究拓展了教師的數學PCK
是在教學過程中動態整合的觀點，並透過教

師數學課室實踐的觀察歷程，分析教師數學

PCK的樣貌，此為本研究之貢獻。以下，茲

針對研究結果提出結論並進行討論。

圖4-1：4等分圓 圖4-2：360等分圓 圖4-3：教具操作

圖 4：利用圖像、操作表徵圓面積
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(一) 數學PCK具有主題個殊性
本研究從實證資料分析，主張教師進

行不同主題單元教學時，所展現之數學PCK 
map不盡相同。換言之，即教師的數學PCK
會因教學的單元主題不同，而有相異的整

合情形。此結果呼應Grossman (1990)所述

「PCK具有「特殊主題整合」(topic-specific 
integration)特色」的主張，也符合Van Driel
等(1998)所指，PCK的價值取決於其與特殊

主題的關係。再者，由於本研究乃參考Park
與Chen (2012)所發展的「PCK成分整合歷

程圖」進行分析，因此，呼應Park與Chen所
述，探究PCK不再只是發現它與教學主題間

的關連，而應更深一層探討究竟這些數學

PCK的面向在教學過程中，彼此間如何互動

與整合。此結果意味著數學PCK的各個面向

在教師教學過程中，對於教師的教學實務具

有不同質與量的貢獻。

(二) 學科內容知識、教學策略知識與教學
表徵知識為教師數學PCK的核心
Shulman (1986)指出，教師「對學生理解

的知識」、「教學策略與表徵知識」是PCK
重要的核心知識。多數學者也都同意此看

法(Park & Oliver, 2008)。本研究站在陳彥廷

(2014)所架構之數學PCK的五個面向：課程與

目標知識、學科內容知識、教學策略知識、

教學表徵知識、學習成效評估知識，其中，

學科內容知識是指教師能理解教學單元的概

念內涵與運算法則、學生學習此單元前的先

備知識及他們在此單元可能產生的迷思等相

關知識，也就是含括Shulman所說的「對學

生理解的知識」。而本研究發現，學科內容

知識、教學策略知識與教學表徵知識為教師

數學PCK的核心，一則是因為兩位個案教師

在進行數學教學時，這三個面向出現的次數

最多；二則是這三個面向知識彼此的連結最

為頻繁。此結果呼應過去許多學者(Cochran, 
1993; Hashweh, 2005; Loughran et al., 2006; 
Shulman, 1986, 1987)所述，PCK的核心是教

師能將SMK表徵成學習者容易理解之內容的

知識，也類似於Park與Chen (2012)的研究發

現。這意味著過去研究(Clermont, Borko, & 
Krajcik, 1994)所主張的「未來師資培育者，

若要發展教師的數學PCK，可以從學科內容

知識、教學策略知識與教學表徵知識等三個

面向著手進行」觀點值得重視。

(三) 「課程與目標知識」、「學習成效評
估知識」與其他數學PCK面向連結受
限

本研究另外的發現是，兩位個案教師

的數學PCK「課程與目標知識」與「學習成

效評估知識」面向與其他面向的連結次數較

少。其中，又以「課程與目標知識」面向最

少。此結果與Park與Chen (2012)的研究發現

一致，但與Arzi與White (2007)的結果不一

致。對此，Park與Chen猜測，造成此結果的

可能因素，是參與研究的教師其對於課程的

視野太過窄化，他們可能都只是長期聚焦在

要教授的單元主題下的課程目標，而未關注

到課程縱向往上與往下的相關課程目標，因

此不易在課程進行時考慮到這些課程目標的

意涵。

同樣地，「學習成效評估知識」面向

也與其他面向的連結次數較少。然而，一旦

它開始在教師的數學PCK中運轉、整合，它

多連結到「學科內容知識」、「教學策略知

識」、「教學表徵知識」。這意味「評量」

對於教師來說，已然成為「檢視學生學習成

效：學生理解什麼」、「修正教學模式：改

變教學策略、更換概念詮釋方式」的功能，

這是促進有效教學的策略(National Research 
Council [NRC], 1996)。但是，本研究的兩位
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個案教師在此面向的知識似乎尚嫌不足。此

象徵未來師資培育可針對此部分加以強化。

(四)「國小教師數學教學知識知覺量表」
佐以數學PCK map能描繪出教師數學
PCK整體圖像
本研究使用陳彥廷(2014)所開發的「國

小教師數學教學知識知覺量表」提供兩位個

案教師檢視自身所擁有的數學PCK情形。結

果發現，兩位個案教師所顯現的數學PCK，

與研究者進班觀察他們的數學教學實務所繪

製的PCK map，整體上大致相同。數學PCK
五個面向中的核心面向都從不同的偵測管道

中呈現。此意味「國小教師數學教學知識知

覺量表」能提供探究教師數學PCK立即性的

回饋。但是，研究者從文獻中分析認為，教

師的數學PCK會隨著其教學的主題而產生動

態性的整合。因此，雖然量表的施測有其時

間快速的優點，但是若能佐以本研究所使用

的數學PCK map 分析，相信可以更深入地描

繪出教師心中存有的數學PCK整體圖像。

二、建議

根據上述結果與討論，茲提出未來教學

與研究之建議如下。

(一) 教學上的建議
本研究發現，兩位個案教師在進行數

學教學時，涉及關於數學PCK的面向是彼此

交錯的。換言之，即是教師進行數學教學所

使用的數學PCK面向是多元且為變動、整合

的狀態(Park & Chen, 2012)。而本研究結果

顯示，教師進行數學教學時，會以學科內容

知識、教學策略知識與教學表徵知識等三個

面向的知識為主要核心，因此，建議未來進

行師資教學實務經驗培育時，可提供師資生

從實務的經驗中體悟這些面向知識整合的歷

程，進而促進數學PCK的發展。例如：師資

培育者可在數學教材教法課程中，提供師資

生觀看第一線教師的教學影片，或從現場教

學觀摩的過程，引入教師如何發現學生在數

學知識的學習困難(學習成效評估知識)？這些

困難的知識起源為何(學科內容知識)？教師如

何因應(教學表徵知識)？用什麼策略進行教學

(教學策略知識)？這些一連串但卻常發生在數

學課室的教學活動，都可以培育教師以更仔

細的態度去檢視與學習。

(二) 研究上的建議
本文係以立意取樣的方式邀請兩位國小

教師參與本研究，在樣本的代表性上，是本

研究的限制。因此，如果將樣本更換，或是

增加參與研究的樣本數，是否研究結果還能

符應本研究的發現？實值得後續再行探討。

因此，建議未來研究能找到更多教師投入，

一來可就「國小教師數學教學知識知覺量

表」的施測結果進行更深層的量化統計，獲

得更多關於影響教師數學PCK的因素探討，

二來可讓本研究所使用的「PCK成分整合歷

程圖」量化，達到「見林又見樹」的理想。

再者，參與本研究的兩位個案教師，其在背

景變項尚有諸多相異之處(例如：專業背景、

主要領域專長、教學年資、專業參與經歷)，
導致無法從而判斷究竟是哪一個變項影響教

師的數學PCK發展。因此，建議未來在研究

對象的擇取上可朝一組配對教師僅有一個變

項差異的理想情境進行設計，期能讓未來師

資培育能更有效。

此外，由於本研究是站在陳彥廷(2014)
所建構的「國小教師數學教學知識知覺量

表」的架構上，依循架構中的五個面向，針

對兩位個案教師在兩個主題單元教學中的表

現分析其數學PCK的整合。然而，此架構卻
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沒有獨立出「對學習者認知的知識」面向，

其原因乃在陳彥廷以探索性因素分析進行量

表效化時，相關訊息將此「對學習者認知的

知識」面向歸於「學科內容知識」的面向之

中。研究者猜測，這可能是教師在詮釋數學

內容的知識時，應已涵蓋利用合適的表徵方

式進行教學，並能針對學生的迷思概念進行

闡釋，因此，導致本研究並無「對學習者認

知的知識」的面向。未來，建議後續研究能

思考從相關文獻的觀點，將「對學習者認知

的知識」的面向獨立出來，或許能有不同的

發現。
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Abstract
There is agreement that mathematics pedagogical content knowledge (MPCK) is the core 

of mathematics teaching. However, few scholars have focused on the integration of MPCK. 
This study explored the integration of five components of MPCK: 1. Knowledge of Mathematic 
Curriculum and Target, 2. Knowledge of Subject, 3. Knowledge of Instructional Strategies, 4. 
Knowledge of Representations, 5. Knowledge of Assessment of Mathematics Learning. The 
researcher investigated two teachers who were working in an elementary school. Data sources 
included classroom observations, semi-structured interviews, instructional materials, and a 
perception instrument of mathematics pedagogical content knowledge information written by 
the two teachers. Data analysis indicated three salient features of the integration of the MPCK 
components: 1. Knowledge of Subject, Knowledge of Instructional Strategies and Knowledge of 
Representations were central in the integration; 2. Knowledge of Mathematics Curriculum and 
Target and Knowledge of Assessment of Mathematics Learning had most limited connection with 
other components; 3. the results from classroom observations corresponding to the results from the 
perception instrument of mathematics pedagogical content knowledge information.
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